Distribuicao Dagum Transmutada: Propriedades e Aplicacao
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Resumo: Neste artigo, € introduzida uma distribuicao com quatro parametros denominada Da-
gum transmutada. Algumas das principais propriedades estruturais dessa distribui¢cdo sdo apre-
sentadas. Em particular, sdo encontradas expressdes para os momentos, os desvios médios e as
curvas de Bonferroni e Lorenz. A estimacao dos parametros é discutida utilizando os métodos
dos momentos e da maxima verossimilhanca. Uma aplicagdo do modelo a um conjunto de
dados de sobrevivéncia demonstrou que o mesmo pode apresentar um ajuste melhor que o de

distribui¢des classicas.
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1 Introducao

As distribuicdes de probabilidade tem sido extensivamente utilizadas na modelagem de da-
dos em diferentes dominios cientificos. Esse fato faz com que sua teoria esteja sempre em pauta
e novas distribuicdes sejam desenvolvidas.

O modelo Dagum [4, 5] foi originalmente proposto para estudar dados de renda. Ao longo
dos anos, diversos autores passaram a estudar e aplicar esse modelo em diferentes contextos.
Isso levou ao surgimento de generalizagdes e formas modificadas dessa distribuicao. Por exem-
plo, [3] definiu e estudou as principais propriedades da distribui¢ao beta-Dagum. [8] introduziu
a distribuicdo Kumaraswamy exponenciada-Dagum. [13] prop0s a distribuicio Mc-Dagum com
seis parametros e apresentou suas varias propriedades.

A funcdo de distribui¢cdo acumulada (FDA) e a funcdo densidade de probabilidade (FDP) da

distribui¢cdo Dagum sdo dadas, respectivamente, por:

-B
G(x) = (14070 (1)
) —5-1 _5\ B!
g (x) = PAdx (1 + Ax ) (2)
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sendo que x >0, 3 >0, A>0¢e d>0. O pardmetro A é um pardmetro de escala, § e d sdo
parametros de forma. O r-ésimo momento da distribui¢do Dagum € dado por:

E(X") = PASB ([H%,l—%) 3)

sendo que B(+, ) representa a fungdo beta,

1
B(a,b) :/O (1= )

Neste trabalho, € introduzida e estudada uma distribuicdo denominada Dagum transmu-
tada. Sdo apresentadas algumas das principais propriedades estruturais desse modelo. Entre
essas propriedades inclui-se os momentos, os desvios médios e a medida da entropia de Rényi.
A estimacdo dos parametros € discutida utilizando os métodos dos momentos e da maxima
verossimilhanga. O ajuste do novo modelo a um conjunto de dados demonstra que o mesmo
pode ser utilizado como alternativa no ajuste de dados de sobrevivéncia.

O texto € organizado da seguinte forma: na Secdo 2 a distribui¢do Dagum transmutada é
definida e alguns submodelos sdo enumerados. Diversas propriedades estruturais do modelo
sdo estudadas na Secdo 3. A estimacdo dos pardmetros € discutida na Secao 4. Finalmente, na
Secdo 5 é reportada uma aplicacao do modelo.

Os calculos envolvidos no trabalho incluem o uso da funcdo hipergeométrica de Gauss

2F1 (a,b;c;x) dada por:

2F1 (a,b;c;x) = i M

= (c) k!

sendo que (d), =d(d+1)...(d+k— 1) denota o fatorial ascendente.

&)

2 O modelo.

Uma varidvel aleatoria X possui distribui¢do transmutada quando sua FDA, F(x), é dada
por:
F(x)=(1+a)G(x) —aG?(x) (6)

sendo que || < 1e G(x) é a FDA da distribui¢ao base. A FDP correspondente a (6) é dada por:

f(x) =g [(1+a) =206 (x)] )

com g (x) = dG (x) /dx.
A generalizacdo (6) estd sendo utilizada por muito autores para construir novas classes de



distribui¢des que sdo extensdes dos modelos usuais. A inclusdo do pardmetro adicional, «,
fornece a distribui¢ao base maior flexibilidade. Entre as distribui¢cdes transmutadas ja estudadas,
pode-se destacar: a distribuicdo Weibull transmutada [2], a distribui¢do Weibull transmutada
exponenciada [7], a distribuicdo gama exponenciada transmutada [9], a distribuicdo Frechét
transmutada [11] e a distribuicao exponencial exponenciada transmutada [12].

Combinando (1) com (6), obtém-se a distribui¢cdo Dagum transmutada (DT) com FDA dada

por:

F(x)zz{(d—%l)—«X(l—%kx5>_B}(1—%Ax8)_B )

A FDP da distribui¢do Dagum transmutada com parametros |ot| < 1, B >0,A>0ed>0¢
dada por:

(%) = pAdx 3! [(oc 1) - 20 (1 + xx*f’) _B} (1 + kx*f’) ! )

Claramente, se oo = 0 a distribuicdo DT reduz-se ao modelo Dagum. A funcdo de risco
correspondente ao modelo (8) € dada por:
P(X <x+Ax|X >x) f(x)

hx) = lim, Ax T1-F(x) (19)

ou seja,

BRGS0t 1) — 200 (14 208) [ (1428)
-0 (1) (1

11
(1+208)P = (o4 1) ot (14 h8) P (11)

Na Figura 1 s@o exibidas algumas formas possiveis da FDP (9) para diferentes valores dos

parametros o, 3, A e d.
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Figura 1: Gréficos da FDP da distribui¢do DT para diferentes valores paramétricos.



3 Propriedades do modelo

3.1 Momentos

Diversas caracteristicas importantes de uma distribui¢do podem ser estudadas através dos
seus momentos. Dessa forma, ¢ comum determinar os momentos quando uma distribuicdo é
proposta.

Utilizando a Equac¢do 9, o momento de ordem r da distribui¢cdo DT pode ser escrito como:

E(X") = /Oooxrf(x)dx
= Bks/:x”” [(oc+1)—2oc (1+M5)_B] (1+278) R

0 -1 0 “2B-1
:BMS(aH)/ xf—5—1(1+xx—5) P dx—ZOLBMS/ N (1+M—5> e (2
0 0

Efetuando a mudanca de variavel t = Ax~% na soma de integrais (12), pode-se escrever:

E(X’):B(a+1)k§/()wt3(1+t)_B_1dt—2ocB7»§/omtg(1+t)_23_1dt (13)

Segundo [14], se | argz |[< e 0 < Re a < Re p, entdo,

/ X (r42) Pdx =" PB(a,p—a) (14)
0

Entdo, a aplicacdo da integral (14) em (13) resulta que o momento de ordem r da distribui¢ao

DT pode ser escrito como

E(x")=BAE [(a+1)B (1- g,ﬁ+§) —20BB (1- g,zmgﬂ (15)

sempre que O > r. Em particular, a média da distribui¢do DT é dada por:

u=E (X) = pAd [(a+ 1B (1 —%,m%) _2aBB (1 _%,2[3%)] (16)

A Tabela 1 contém a média da distribuicdo DT para diferentes valores dos parimetros o, 3,

Aed.



Tabela 1. Média da distribuicao DT para diferentes valores paramétricos.

o B ) 5 Média
~1,0 0,1 1,5 1,1 3,1356
-0,7 0,5 0,2 1,1 1,7523
—0,1 0,1 0,2 1,1 0,2562
-0,1 1,0 1,5 1,5 3,0951

0,1 0,8 0,6 1,5 1,5101

0,2 0,5 0,3 2,0 0,6166

0,3 1,8 4,0 3,0 3,1917

0,3 8,0 0,5 3,0 2,7754

0,4 5,0 0,3 8,0 1,7244

0,5 7,5 2,3 6,0 3,0307

0,6 1,9 9,0 2,3 8,7363

0,6 5,0 0,3 4,5 2,3723

0,7 2,0 0,9 1,5 6,5725

0,8 0,6 4,0 7,0 2,5744

0,9 2,8 0,1 2,3 2,0503

0,9 2,0 3,0 2,3 7,6019

1,0 0,3 6,0 1,7 5,0851

A partir dos quatro primeiros momentos da distribuicdo DT, pode-se obter a variancia, os

coeficientes de assimetria e curtose dessa distribuicao utilizando as respectivas expressoes:

Var(X) =E (X*) —E*(X) (17)
3\ 2 3
Ass (X) = E (X%) 3Evg3/§()(())()+215 (X) 18)

E(X*)—4E (X)E®(X)+6E (X?)E*(X)—3E*(X)
Var? (X)

Cur (X) = (19)

3.2 Desvios médios

Seja X € uma varidvel aleatéria com distribui¢do DT com média u = E (X) e mediana m. O

desvio médio em relacdo a média é dado por:

&1 (X) = E(|X —pl)

—/ [ — £ (x)

= 2uF (u) —2,u—|—2/y xf (x)dx

— 2 {(ourl) —a(l +xy5)_ﬁ] (1 +7»,L15>_B—2/J—l—2/wxf(x)dx

u

= (e a1 ®) | (1eaat)



+ 2Bx6/y°°x5 [(oc+ 1) —2a (1 + xx*5> _Bl (1 +xx*5) Ry

=2u |:<0€+ 1)—a (1 +7¢F5) B} (1 +Mr5> b 2u

+zsx5<a+1)/ x_6<1+7\,x_5> de—4am5/ x-5(1+xx-5) P i 20)
U u

Efetuando a mudanca de varidvel r = Ax~9 na soma de integrais (20), pode-se escrever:

B} (1 -I—?»,u_8> b o

1 M 1 Lot 261
+ 2 (oc+1)/ 8 (141) 7P dx—4ocms/ 5 (140 P a1
0 0

8 (X) = 2u {(our ) —a (1 +xy—8>

Segundo [6], se 0 < Re a e |arg (1 + bk) | < , entdo,

k k*
/ x“_l(l-l—bx)_vdx:ggFl (v,a;a+1;—bk) (22)
0

Aplicando a integral (22) em (21), obtém-se o desvio médio em relagao a média da distribuicao
DT,

81 (X) = 2u {(our )-a (1 +Mr5) _B] (1 +xﬁr5) P

2BAS (ot 1) '3 1,1 s
S_1 ZFl B+171 572 Sa 7“:“
4oPAdu! 0 1 1
= % 2F (2B+1,1 - 5;2—5;—M5> (23)

Por outro lado, o desvio médio em relagdo a mediana da distribuicao DT é dado por:

81 (X) = E (X —m])

= —,u+2/wxf(x)dx
B 2BAS (0t + 1) m!~® 11, s
——‘U+ 8—1 2Fl B+171_g’2_g,_}\'m
1-6
- 40656% 2 Fi (ZB—I—I, 1 —%;2—%;—km_5> (24)

3.3 Curvas de Bonferroni e Lorenz

As curvas de Bonferroni e Lorenz sao muito utilizadas em diversas areas do conhecimento

incluindo economia, demografia, seguros € medicina. As curvas de Bonferroni e Lorenz sdo



dadas, respectivamente, por:

1 q
B(p)= - [ xf (1) es)

e |
L(p) = [ xf (x)dx (26)

uJo

sendo que u = E (X) e ¢g=F~! (p). Em particular, para a distribui¢io DT, a curva de Bonferroni

¢ dada por:

mm—lfﬁmw

 pu

B )P (1 es)
- py/ox (1) =2a(1+2®) 7| (1428) 7
. —2p—1
= w/qx—S (1+M‘5> P dX_ZocBXS/qx_g <1+M_5> ’ dx (27)
pu Jo PH - J0

Efetuando a mudanca de varidvel r = Ax~% na soma de integrais (27), pode-se escrever:

B(p) :B—}Lé(a—{—l)/w t_é(1+t)ﬁldx—M/w 75 (1+1) P ax  (28)
pu g pu Jagd
Segundo [6], se Re a < Re v, entdo,
/wx“—l (14bx) Vdx = L 2F (v,v—a;v—a—l- 1;—i) (29)
k bY (v —a) bk

Aplicando a integral (29) em (31), obtém-se a curva de Bonferroni para a distribuicdo DT,

B8 (04 1) gP!

~ pou(pS+ 1)
ZOCBSC]ZBS—H

T oou(2po+ 1)28 21

B(p)

L L
2F <B+1>B+g,ﬁ+1+g,—7)

28+1 2B+1-2B+1+1-—q—6 (30)
L 8 A

Por outro lado, a curva de Lorenz para a distribui¢do DT € dada por:

B (ot 1) g3t 1 Log
206[35q2138+1 1 . 1 . q8
8M(ZBSHWBzFl B+12B+ 2B+ 1+ 51— 31

3.4 [Estatistica de ordem

Estatisticas de ordem s@o muito importantes ao se trabalhar com estatistica ndo paramétrica

e inferéncia em testes de hipdteses. Dessa forma, € importante a discussao das propriedades da



estatistica de ordem para a distribuicdo DT. Suponha que X, Xi,...,X, é uma amostra aleatdria
da distribuicdo DT. Se Xi., < X»., < ... < X, denota a estatistica de ordem correspondente.
Segundo [1], a FDP e a FDA da r-ésima estatistica de ordem, denotada por Y = X.,,, sdo dadas,

respectivamente, por:

FO) = et "WH-FOI" " f()
- (r—l)l!q(!n—r)!}g(n;r>(—1)1F’+’_l(y)f(y) (32)

/[ n n—j | it
() (e

sendo que f(-) e F(-) representam a FDP e FDA da distribuicdo DT. Das Equagoes 8 e 9, tem-se:

fr(v) = (rB}?y)!_::I_"r!)! [(oc+1)—2oc<1+xy—5> - ]
i < n_r> 1 {(Ohtl) (1+xy—5>_ﬁ] l+r_](1+xy—5)_ﬁ(l+r)_l (34)
€
Z Z( )( )(—l)l{(oc—l— 1) —o (1 +xy—5) _B] j+l<1 +xy—5) U 35
j=rl

4 Estimacao dos parametros do modelo

Nesta secao, € analisada a estimagdo dos quatro parametros da distribuicao (8) utilizando os
métodos dos momentos e da maxima verossimilhanca. Suponha que xi,...,x, € uma amostra
aleatdria de tamanho n da distribui¢cao DT. Considerando o método dos momentos, ao igualar-se

os momentos tedricos E (X”) com os respectivos momentos amostrais,

zn: 4. (36)

:I—‘

obtém-se o seguinte sistema de equagdes:



M, =pAé [(a+1)3(1—§,ﬁ+§)—2a53(1—§,2[3+2—’;)} 37)

O sistema ndo linear obtido, pode ser resolvido numericamente e suas raizes sao as esmi-
mativas dos parimetros o, 3, A e d.

Por outro lado, levando-se em consideragdo a estimac¢do dos parametros pelo método da
maxima verossimilhanca, a log-verossimilhanga para uma amostra aleatéria xy, . . ., x,, da distribuicao
DT € dada por:

logL (o, B,A,8) = nlogﬁ+nlogx+nlog5—(6+1)Zlogx,-—(B+1)Z1og<1+xx,.—5)
i=1 i=1

+ ilog {((x—l— 1) —Zoc(l —l—?»xfs) _B] (38)

i=1

Diferenciando (38) em relacdo a cada um dos parametros o, 3, A, d e igualando os resulta-

dos a zero, tem-se:

dlogL & i
= (0c+1)—20c(1+7\xl )
—B
n n 1+7\x;8 log 1+7\xf5
alggL:E_Zlog(1+xx;5)+zazlog( A _B>=o (40)
BB = i=1 (u+1)—2a(1+hx;5>
—B—1
n X0 (14
i=11+7vf =1 (a4 1) — 2a<1+kx;5)
5 <1+kx )_B_]logx
alOgL:E—Zlogx, B_HZM logxl_ BKZ l:()(42)
pa 1+kxl P

i= l(oc+1)—2oc(1+xx— )

As estimativas de m4ximo verossimilhanca o, B, A e 8 dos parAmetros desconhecidos o, B, A

e 0 sdo obtidas resolvendo simultaneamente as Equagdes 39—42.



5 Aplicacao

Nesta secdo, € feito o ajuste da distribuicdo DT a um conjunto de dados de sobrevivéncia
corresponde ao tempo de remissdo (em meses) do cancer de bexiga diagnosticado em cento e
vinte e oito pacientes. Esses dados foram retirados de [10].

O ajuste do modelo DT é comparado com outras quatro distribuicdes: gama, log-normal,

Lomax e Pareto. As FDPs das distribui¢des gama, log-normal, Lomax e Pareto sdo dadas por:

1. Gama:

oL.0—1
£ = gy e (B @3)
2. Log-normal (LN):
fx) = ;ex _M (44)
NN 2p2
3. Lomax:
—(o+1)
flx)= % (1 + %) (45)
4. Pareto:
£ (x) = o (D (46)

As estimativas de maxima verossimilhanca dos parametros dos cinco modelos ajustados sao
reportadas na Tabela 2. Na mesma tabela, sdo apresentados os valores do Critério de Informagao
de Akaike (AIC). Os resultados indicam que o modelo DT apresenta um ajuste melhor se com-

parado com os demais modelos.

Tabela 2. Estimativas dos parametros e AIC dos modelos ajustados.

Modelos o B A ) AIC

DT —0,822 0,397 49,001 1,889 828,970
Gama 1,173 0,125 .. ... 830,736
LN 1,753 1,152 834,189
Lomax 13,938 121,022 " ... 831,670
Pareto 0,080 0,234 e e 1081,046
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Na Figura 2 sdo apresentados os graficos de probabilidade para os cinco modelos avaliados.
Ao observar a figura, pode-se notar que a distribui¢cdo DT apresentou melhor ajuste em relagdo
as demais distribuicdes e o pior o ajuste foi apresentado pelo modelo Pareto. Dessa forma, os
gréficos de probabilidade corroboram com os resultados obtidos anteriormente na analise dos
valores de AIC.

DT Gamma LN

10
10
1.0

08 08
I I
08 0.8
0.6 08

Esperado
Esperado
Esperado

02 04

02

0.0
I

0.0
00

T
00 02 04 06 08 10 00 02 04 06 08 10 00 02 04 06 08 10

Observado Observado Observado
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Figura 2: Graficos de probabilidade das distribui¢cdes ajustadas.

Na Figura 3 pode-se comparar o histograma de frequéncias dos dados obervados sobreposto
pelas FDPs DT, gama, LN, Lomax e Pareto que foram ajustadas. O que se pode notar é que as
curvas de ajustes das distribui¢cdes DT, gama, LN e Lomax acompanham as condi¢des de moda
e assimetria, o que ndo ocorre com o modelo Pareto. E possivel determinar, visualmente, que o

melhor ajuste foi apresentado pela distribuicao DT.
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DT Gama LN
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Figura 3: Histograma dos dados e FDPs ajustatadas.

6 Conclusoes

O artigo introduziu um distribuicdo com quatro parametros denominada Dagum transmu-
tada. Foram deduzidas expressdes para os momentos, desvios médios, curva de Bonferroni e
curva de Lorenz. Além disso, foi apresentada a estatistica de ordem para o modelo proposto.
A estimagdo dos parametros foi discutida utilizando os métodos dos momentos ¢ da maxima
verossimilhanca. A aplicacdo do modelo no ajuste de um conjunto de dados corresponde ao
tempo de remissao do cancer de bexiga, diagnosticado em cento e vinte e oito pacientes, reve-

lou o potencial da distribuicdo Dagum transmutada na anélise de dados de sobrevivéncia.
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